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Das elektrodynamische Verhalten der Supraleiter

Von WEeRNER HEISENBERG
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 3a, 65—75 [1048]: eingegangen am 23. Dezember 1947)

Das in einer friiheren Arbeit vorgeschlagene Modell eines Supraleiters wird auf sefn
elektrodynamisches Verhalten im einzelnen untersucht. Die Berechnung der Supra-
leitungskonstante A ergibt die richtige Temperaturabhiingigkeit dieser Grofe und fiihrt
auflerdem zu einem Zusammenhang mit dem Restwiderstand. Bei der Erklirung des
Meifiner-Ochsenfeld-Effekts, die von der in I versuchten grundsitzlich verschie-
den ist, wird von der Existenz der spontan gebildeten Stromfiden (der ,Weillschen Be-
zirke®) an einer wesentlichen Stelle Gebrauch gemacht. Die Warmeleitféhigkeit wird
durch das Einfrieren von Elektronen in der Gitterphase herabgesetzt, ihre Temperatur-
abhingigkeit wird mit Hilfe des Modells abgeschétzt.

as Programm zu einer Theorie der Supra-

leitung, das vom Verfasser vor einiger Zeit
aufgestellt wurde?, ist inzwischen an zwei Pro-
blemen genauer durchgefiihrt und zum Teil ver-
bessert worden: Koppe? hat die spezifische
Wirme des Supraleiters und die Héhe der Sprung-
punkte auf Grund des Modells unter gewissen
vereinfachenden Annahmen berechnet. Die fol-
gende Untersuchung soll das elektrodynamische
Verhalien des Supraleiters studieren, das sich aus
den genannten modellmifigen Annahmen ergibt
und das in I nur oberflichlich behandelt worden
war.

1. Der Wert der Supraleitungs-
konstante A

Der Grundgedanke des Modells besteht in der
Annahme, daB von den relativwenigen Elektronen,
die bei tiefen Temperaturen noch angeregt wer-
den konnen und die an der Oberfliche der im
Impulsraum besetzten Kugel liegen, ein Teil in
einem Elektronengitter zu einer festen Phase kon-
densieren kann. Dieses Gitter iiberdeckt dann
einen gewissen Bruchteil o der Kugeloberfliche
im Impulsraum, der bei der bestimmten in I ge-
wahlten Form des Wellenpakets [I, Gl. (22)] mit
der Abfallskonstante o durch die Gleichung [vgl.1,
Gl (47) u.? Gl (10)]:

1—e— 4a
0= ——p— @
zusammenhingt.

Die Existenz dieser Elektronengitter bedingt
einen im allgemeinen von Null verschiedenen
Wert der Stromdichte, so daB sich im Supraleiter
spontan, auch ohne duBeres Feld, statistisch ver-
teilte Stromfiden — nach Art der WeiBschen Be-
zirke im Ferromagneten — bilden, die sich nur im
allgemeinen im Mittel kompensieren. Der Gedanke,
daB es solche Stromfiaden gibt, ist ja schon frii-
her von verschiedenen Forschern auf Grund der
experimentellen Erfahrungen ausgesprochen wor-
den?.

‘Wenn man mit Hilfe dieses Modells die Lon -
donschen Grundgleichungen der Supraleitung
herleiten will, muf man untersuchen, wie sich
unter Einwirkung #ufBerer Felder die einzelnen
Stromfiaden ordnen. Wir beschrédnken uns zu-
nichst auf den Fall sehr ,,diinner” Supraleiter,
so daB wir von der Wirkung des vom Strom er-
zeugten Magnetfelds absehen kénnen. Wir wol-
len dann annehmen, daf ein elektrisches Feld
€ (t) eine gewisse Zeit lang wirke (das Magnet-
feld sei zu vernachlissigen), und fragen, wieviel
Strom von ihm im Supraleiter erzeugt wird.

1W. Heisenberg, Z. Naturforschg. 2a, 185
[1947]. Im folgenden als I zitiert.

2 H Koppe, Ann. Physik, im Erscheinen, und
Z. Naturforschg.-3a, 1 [1948].

3Vgl. zB. A. Sommerfeld u. H. Bethe,
Handb. d. Phys. XXIV, 2, S. 555, Berlin 1933, oder
F. London, Une nouvelle conception de la supra-
conductibilité, Paris 1937, § 9, oder neuerdings E.
Justi, Ann. Physik 42, 84 [1942] u. Physik. Z. 43,
130 [1942].
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Um diese Frage zu beantworten, erortern wir
zundchst das folgende Gedankenexperiment:
Durch ein kurzzeitig wirkendes dulBleres Feld sei
in einem kleinen Bezirk des Supraleiters die Ge-
samtheit der Elektronen, in der urspriinglich der
spontane Supraleitungsstrom i, bestanden hat, im
Impulsraum um eine Strecke Ap verschoben wor-
den, so dall der zusétzliche Strom

i=edP ., @)
m
entstanden ist (n = Dichte aller Leitungselektro-
nen). Wir fragen nun, wie sich diese Verteilung
im Laufe der Zeit &ndern wiirde, wenn es iiber-
haupt keine Wechselwirkung zwischen Elektro-
nen und Ionengitter, d.h. keinerlei Widerstand
gébe.
Offenbar kann sich dann der Gesamtstrom

j=1+1 NE)

wegen des Impulssatzes nicht dndern. Der thermo-
dynamisch stabile Zustand ist hier erreicht, wenn
der spontane Strom die Richtung von j eingenom-
men hat, da dann der groBtmogliche Energie-
betrag in Warme der nicht im Gitter gebundenen
Elektronen umgewandelt ist. Die Anndherung an
diesen Zustand wird durch die Zusammenstofie
der ,freien” Elektronen mit dem Elektironengitter
erfolgen. Das Elektronengitter erfihrt also eine
Kraft, vergleichbar etwa der Reibungskraft, die
ein in einem Gas bewegter fester Korper erleidet.
Diese Kraft, d.h. der von den freien Elektronen
pro Zeiteinheit auf das Elektronengitter iibertra-
gene Impuls, wird (pro Volumeneinheit gerech-
net) proportional sein

1. zur Anzahl An der im Gitter gebundenen
Elektronen; damit ist er auch proportional zu
o und, wenn man verschiedene Supraleiter ver-
gleicht, zur Quadratwurzel aus der Sprungtem-
peratur T ;

2. zum Abstand zwischen den Endpunkten von
i, in der tatsichlichen Lage und der thermodyna-
misch stabilen Endlage; also etwa zur Linge des
Vektors ‘

: j. )

Bezeichnet man den Winkel zwischen i, und i
mit ¥, so wird unter der Voraussetzung |i| <|i|:

g/ =11 sin?. (5)

Die Komponente g, von g in Richtung i wird
(5a)
Danach wird der in Richtung i pro Zeiteinheit

auf das Elektronengitter iibertragene Impuls f
fiir einen bestimmten Supraleiter durch

g =i sin*%.

f.=const-i.sin*d - w (6)
gegeben sein.

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zur
Berechnung der tatsdchlichen Wirkung eines
elektrischen Feldes auf den Supraleiter iiber. In
einem elektrischen Feld wird sich folgender Vor-
gang einspielen: Die Gesamtheit der Elektronen
wird wieder um einen irgendwie vom Feld ab-
hingigen Impuls Ap verschoben sein, wobei je-
doch die ZusammenstoBe der Elektronen mit dem
Ionengitter diese Verschiebung dauernd riickgén-
gig zu machen suchen; ferner wird das Elektro-
nengitter dauernd von den freien Elektronen Im-
puls erhalten und daher in der Feldrichtung be-
schleunigt werden, sich also auf der Oberfliche
der Fermi-Kugel in der Feldrichtung verschieben.
Diesen Vorgang kann man in folgender Weise
quantitativ fassen: ‘

Wenn die Fermi-Kugel um Ap verschoben ist,
so wird auf das Ionengitter durch Zusammen-
stoBe der Elektronen mit den fiir den Restwider-
stand mafBgebenden Fremdatomen pro Zeiteinheit
der Impuls

f=dp— @)

iibertragen (v Absolutbetrag der Geschwindigkeit
an der Oberfliche der Fermi-Kugel, | mittlere
freie Wegldange). Im Falle der Normalleitung
miilite ¥ gleich der vom Feld auf die Elektronen
iibertragenen Kraft sein, also [vgl. (2)]:

ne(Sj:zdp%:i%, ©)

woraus bekanntlich die Leitfahigkeit

2
6zeln )
mov

folgt. Dabei kann der Begriff der ,,freien Weg-
lange* auch hier bei tiefsten Temperaturen ver-
wendet werden, weil der Widerstand im wesent-
lichen Restwiderstand ist. Vom Widerstand der
Gitterschwingungen, der im Temperaturgebiet
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der Supraleitung fast stets kleiner ist als der Rest-
widerstand, werde hier abgesehen.

Im Supraleiter jedoch wird der Impuls der
freien Elektronen zum Teil auf das Ionengitter,
zum Teil nach (6) auf das Elektronengitter iiber-
tragen. Es folgt also statt Gl. (8), wenn man nur
die Komponente || € in Betracht zieht:

(10)

ne(SE——lIl " 4 const - i sin*d w,

und im Mittel iiber viele Elementarbereiche (die
Beitréige der Komponenten 1 € mitteln sich dann
heraus)
ne(&—_—iﬂ +const~i3w
el 3
(11)
= l (1 7).

In dieser Bilanz ist der relativ sehr kleine Im-
puls, der vom elektrischen Feld direkt auf das
Elektronengitter iibertragen wird, vernachléssigt
worden. Diese Vernachldssigung widerspricht im
ersten Augenblick der Anschauung, da man zu-
nichst geneigt ist, das elektrische Feld als un-
mittelbare Ursache der Elektronengitterbeschleu-
nigung anzusehen. Man iiberzeugt sich aber nach-
traglich leicht davon, dafll dieser Beitrag zum Im-
puls der Elektronengitter wegen der geringen
Dichte der Elektronen im Gitter viel kleiner als
(6) ist.

Die hier eingefiihrte Konstante y bedeutet an-
schaulich etwa das Verhéltnis der mittleren freien
Weglinge eines nicht gebundenen Elektrons fiir
den ZusammenstoB mit den Fremdatomen relativ
zu denen mit dem Elektronengitter im Grenzfall
tiefster Temperatur (d.h. o = 1). Wenn man mit
L die mittlere freie Weglénge der nicht gebun-
denen Elektronen fiir Zusammenstofe mit dem
Elektronengitter bezeichnet, kann man also

l
7= (——) (12)
L o=1
setzen. Aus (11) folgt fiir den Normalstrom
e*ln
. mov
— S 13
1 Ti7e s€, (18)

und fiir den pro Zeiteinheit im Mittel auf die
Elektronengitter iibertragenen Impuls
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y @
1+70°
(14)
Fiir die zeitliche Anderung des Suprastromes i,
der Elektronengitter erhilt man daher

— d (m
fi:zjt—( s)—ne@1+

- 2. mv
=41l -const=1 —o=neC@

3 eL

(15)

oder

d .. i

_ = = 16
G i)=—=6 (16)
mit der (hier als zeitunabhéngig vorausgesetzten)
Konstanten
m

1
ﬁ?«l+'yw)'

Da empirisch A nach Shoenberg? selbst bei
Metallen mit sehr geringem Restwiderstand etwa
12-mal grofer ist als der LLondonsche Wert

m
n—e2 b
Seite von (17) die 1 gegen das zweite Glied wohl
in den meisten Fillen vernachldssigen und erhélt:

A=

17

kann man in der Klammer auf der rechten

m
ne* -y’

(18)

A=
v o~

Diese Formel gibt zunéchst fiir die Tempera-
turabhéngigkeit von A praktisch das gleiche Re-
sultat wie die bisherigen phinomenologischen An-
sitze, die in den Arbeiten von Gorter und Ca-
simir® und London? enthalten waren. Denn
offenbar entspricht unsere Grolle no dem, was in
jener Theorie als ,,Zahl der Supraleitungselek-
tronen bezeichnet und zur Berechnung der spe-
zifischen Wérme benutzt wurde. Entnimmt man
die aus unserem Modell folgende Temperaturab-
héngigkeit von w der Arbeit von Koppe? (vgl
Abb.1), so stellen (17) oder (18) in der Tat bei
geeigneter Wahl von y die Messungen von
Shoenberg sehr gut dar. Uber die phinomeno-
logische Theorie hinausgehend gibt aber (17)
oder (18) eine befriedigende Erkldrung fiir die
Tatsache, daB A viel grofer als der Londonsche
Wert ist. Da néamlich die sehr geringe Dichte der

D, Shoenberg, Nature [London] 143, 434
[1939]; Proc. Roy. Soc. [London] Ser.A 175, 49
[1940]; M. Désirant u. D. Shoenberg, Na-

ture [London] 159, 201 [1947]. Vgl. auch A. B. Pip-
pard, Nature [London] 159, 434 [1947].

5C. I. Gorter u. H Casimir,
306 [1934].

Physica 1,
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im Elektronengitter gebundenen Supraleitungs-
elektronen die durch Fremdatome und Storstellen
hervorgerufenen Unregelmiifigkeiten des Ionen-

0 E—

@

05

0 05 T/ — 7

Abb.1. Der vom Wellenpaket bedeckte Bruchteil o
der Kugeloberfliche als Funktion der Temperatur T.

gitters nur in sehr verringertem Maf wieder-
geben wird, mull man auch

L>1,dh y<l

erwarten. Da [ und L von den UnregelméBigkeiten
des Kristallgitters abhéingen, wird auch A vom ge-
wohnlichen elektrischen Widerstand beeinflufit
sein; wahrscheinlich in der Richtung, daf X bei
Erh6hung des Restwiderstands groBer wird.

Dieses Ergebnis wird jedoch modifiziert durch
einen Effekt, der in jiingster Zeit von Pippard®,
Reuter und Sondheimer? bei Normalleitern
ausfiihrlich studiert worden ist. Wenn die Eindring-
tiefe klein ist verglichen mit der freien Weglinge
der Elektronen — und das ist bei Supraleitern die
Regel —, so wird die normale Leitfahigkeit ver-
kleinert; es sieht dann so aus, als sei entweder die
Dichte der freien Elektronen oder ihre freie Weg-
lainge im Verhéltnis der Eindringtiefe zur freien
‘Wegléange reduziert. Es ist aber ohne eine aus-
fithrliche Rechnung schwer zu iibersehen, in wel-
cher Weise dieser Effekt die Konstanten y und 2
beeinflufit.® :

Wenn man die-Gl. (13) dazu beniitzen will, die
gewohnliche Leitfahigkeit ¢ des Supraleiters unter
dem Sprungpunkt zu berechnen, so mufl man
noch die Abhéngigkeit der mittleren freien Weg-
lange ! von o untersuchen. Diese wird durch die
Existenz der Elektronengitter insofern modifiziert,

6 A. B. Pippard, Proc. Roy. Soc. [London]
Ser.A 191, 385, 399 [1947].

7G. E. H. Reuter u. E. H. Sondheimer,
Proc. Roy. Soc., im Erscheinen.

als die Anzahl der freien Zustinde, die nach dem
StoB einem Elektron zur Verfiigung stehen, durch
die Elektronengitter verringert wird. Wenn man
die gleiche Approximation beniitzt, mit der
Koppe? die spezifische Wiarme des Supraleiters
berechnet hat, kann man annehmen, dafl die An-
zahl der freien Zustiinde unter der Grenzenergie
der Fermi-Verteilung nicht verringert ist, wih-
rend die Anzahl der Zustéinde iiber dieser Grenz-
energie (1 — w)-mal kleiner ist als im Normal-
leiter. Da unterhalb der Grenzenergie ebenso-
viele Elektronen fehlen, wie oberhalb von ihr auf
die angeregten Zustéinde verteilt sind, kann man
im Mittel mit einer Reduktion um den Faktor
1 — /2 rechnen. Die freie Weglinge [ ist also
gegeniiber dem Normalwert /, erhéht um den
Faktor (1 —w/2)~!:

l

____ 0
L= a2 (19)
Nach (13) erh&lt man daher fiir die normale Leit-
fahigkeit des Supraleiters:

0 g,

SR dtre) T—a2

(20

Die Leitfahigkeit sollte also, wenn die Tem-
peratur unter den Sprungpunkt sinkt, ansteigen,
und zwar schlieflich bis zum doppelten Wert —
im Gegensatz zu einer Annahme, die v. Laue?®
im Zusammenhang mit den McLennanschen
Versuchen diskutiert hat; die Genauigkeit dieser
Versuche ist aber wohl noch umstritten.

2. Die Energie des Suprastroms

Bekanntlich hat die Gl. (16) zur Folge, dal
man in die Energiedichte des Supraleiters ein
Glied

(21)

aufnehmen muB, wobei jetzt i, die (iiber viele
Stromfaden gemittelte) Suprastromdichte bezeich-
net; und zwar stellt (21) den Stromanteil der
freien Energie dar (vgl. z.B. M.v.Laue?®, S.22),
wihrend der entsprechende Anteil der wahren

8 A. B. Pippard, Nature [London] 158, 234
[1946] u. Proc. Roy. Soc. [London] Ser.A 191, 370
[1947].

® M. v. Laue, Theorie der Supraleitung, Berlin
u. Gottingen 1947.
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Energiedichte
1
2

(}»——Tm')'i)

il 2
o7 (22)

betragt. Tatséichlich zeigt die Gl. (16), dal man
den Energieanteil (21) stets reversibel wieder aus
dem Supraleiter entnehmen kann.

Man kann nun die Frage stellen, in welcher
Form der Energieanteil (22) im Supraleiter auf-
gespeichert wird. Um diese Frage zu beantworten,
mufl man sich im AnschluB an die oben darge-
stellten Uberlegungen daran erinnern, daf die
Elektronengitter in stindigem Impulsaustausch
mit den freien Elektronen stehen. Eine einfache
Betrachtung der Besetzungsverhéltnisse im Im-
pulsraum lehrt zunichst, daB das bewegte Elek-
tronengitter mit einem von der Temperatur ab-
hingigen entgegengesetzten Strom der freien Elek-
tronen verkniipft ist, der den Strom des Elek-
tronengitters teilweise kompensiert. Man kann
den Impulsaustausch des Elektronengitters mit
den iibrigen Elektronen etwa folgendermafen
schildern: Die thermisch anregbaren freien Elek-
tronen stoflen immer wieder mit den Elektronen-
gittern zusammen und iiben damit einen Druck
gegen die Stromrichtung des Gitters aus, der der
Konstante A umgekehrt proportional ist. Dabei ist
zu beachten, dafl die freie Weglidnge [ im allge-
meinen viel grofler sein wird als die Dicke der
einzelnen Stromfiden, so dafl der Druck zum
grobten Teil durch Elektronen hervorgerufen
wird, die aus Gebieten anderer Stromfiden stam-
men. Dieser Druck wird genau kompensiert durch
eine beschleunigende Kraft der inneren Teile der
von Elektronen besetzten Kugel im Impulsraum,
da der thermodynamisch stabilste Zustand ja
eben der angenommene Stréomungszustand des
Elektronengitters ist.

Es ist also unmittelbar einleuchtend, dafl der
Spannungszustand des Elektronengitters in der
Stromrichtung ein anderer ist als senkrecht da-
zu, und daf der Unterschied zwischen den beiden
Spannungen mit der Gréfle A zusammenhdngt.
‘Wenn nun die Stromfiden durch &ufere Felder
zu ‘einer mittleren Stromdichte i, geordnet wer-
den, so ist es auch verstindlich, dafl nunmehr die
Spannung in der Gesamt-Stromrichtung grofer
ist als senkrecht dazu, und zwar in der durch die
Londonschen Spannungen angegebenen Weise.

10 Vgl. dazu W.Heisenber g, Nachr. Ges. Wiss.
Gottingen, Math.-physik. K1. 1947, 23.

Der Energiebetrag (22) mufBl also offenbar als
Spannungsenergie in den Elektronengittern auf-
gespeichert werden, die Londonschen Spannungen
erscheinen als elastische Spannungen der Elek-
tronengitter*°.

3. Der Meiflner-Ochsenfeld-Effekt®

Bisher war angenommen worden, daf} im Supra-
leiter kein Magnetfeld wirkt (d. h. daB kein dufle-
res Magnetfeld vorhanden ist und daB es sich um
einen sehr diinnen Supraleiter handelt). Wir
wollen, bevor wir zum Fall B=0 iibergehen,
noch zeigen, dal im thermodynamischen Gleich-
gewicht

rot (Ai)=0 (23)
sein muf. Dies folgt aus der Annahme, daf unter
Beriicksichtigung der an den Stromeintritts- und
-austrittsstellen gegebenen Grenzbedingungen die
Stromfiden rein statistisch verteilt sein sollen.
Nimmt man némlich an, Gl. (23) wére nicht rich-
tig, so konnte man i, in folgender Weise in zwei
Teile spalten:

to=1" +iP, wobei -
rot (Ai) =0, divi® =0, i (Rand)=0.
Offenbar ergibe dann die Annahme
f =i —i® (25)

auch eine mit allen Bedingungen vertrégliche
Stromverteilung, die zudem die gleiche Energie

f;'ti dV wie (24) hat und die aus (24) dadurch

hervorgeht,daff mandie Stromrichtung aller zu ("
gehorigen geschlossenen und ganz im Inneren
des Supraleiters verlaufenden Stromfiden um-
kehrt. Da aber bei vollig statistischer Verteilung
keine Stromrichtung der geschlossenen Strom-
fiden ausgezeichnet sein kann, mufB sich das
,razemische Gemisch* von (24) und (25), d.h.
einfach i{> einstellen, woraus i{’= 0 oder

rot (Ai) =0 (26)

folgt. Zudem bezeichnet (26) diejenige Strom-

verteilung, die bei gegebenen Werten von divi,
A oo s

den Ausdruck / 5 tsdV zum Minimum macht.

11 W, Meiflner u. R. Ochsenfeld, Natur-

wiss. 21, 787 [1933]; W. Meiliner, Physik. Z. 35,
931 [1934].
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Diese Verhiltnisse #ndern sich, wenn ein
Magnetfeld vorhanden ist. Auf alle bewegte La-
dung wird dann senkrecht zur Bewegungsrich-
tung Impuls iibertragen. Wir nehmen fiir die
folgende Rechnung der Einfachheit halber an,
dall das Magnetfeld in der 2-Richtung liege. Dann
betrachten wir irgendeine Stelle in der Stromver-

. d e . .
teilung, an der etwa (77(/‘- 1,) einen bestimmten

Wert hat, und fragen nach dem zugehérigen Wert

von 7‘;—(/’- i%). Wenn kein Magnetfeld vorhanden
ist, folgt aus der statistischen Verteilung der
Stromféiden nach (26), daB sich 21 an der Stelle y
von 4i, an der Stelle y + Ay um den Betrag

J

G i;) unterscheiden mub:

8 8 d i s
()v Iz)@/+ Ay) — (;. lz)y = (77 (/.. Iy) A’I/ .

Im Magnetfeld kommt dazu noch eine zweite
Anderung von ii%, die durch die Kraft des
Magnetfeldes auf die bewegte Ladung hervorge-
rufen wird. Wenn n#mlich irgendeine Ladungs-
menge @ von ¥y nach y + Ay mit der Geschwindig-
keit v, transportiert wird, so wirkt auf sie in der
z-Richtung die Kraft g ¢, B, und sie erhiilt den
Impuls

t(y +dy)

0 0
dt—v B=— 1y B. 27)
. c Y c
t(y)

Ay
Diesem Impuls —C'L B pro Ladungsdichte entspricht

aber nach (11) und (14) eine zusitzliche Supra-
stromdichte in der z-Richtung:

Ay p

ch (28)

Die gleiche Anderung tritt in entgegengesetzter
Richtung immer auf, wenn sich Ladung von
Yy T Ay nach y bewegt. An die Stelle der Be-
ziehung

; . l ...
(}“ I;)y + Ay~ (l I:st)y == % (/' t;) Ay
muf also jetzt im Magnetfeld die Gleichung treten:

y 18 5 18 d . s B
Ay 2y — ()= S () Ay + = Ay, (29)

e e Lagp="2
dY o c (30)
oder rot (A1) =— i B.

Auch in (30) ist die zeitliche Konstanz von A vor-
ausgesetzt. Gl (30) stellt bekanntlich, wie von
London ausgefiihrt, den MeiBner-Ochsen-
feld-Effekt richtig dar.

4. Vergleich mit den Uberlegungen
von I

Die hier dargestellte Ableitung der beiden
Liondonschen Hauptgleichungen weicht erheb-
lich von den vorldufigen Uberlegungen in I ab.
Zundchst wird hier im Gegensatz zu I bei
der Ableitung der Beschleunigungsgleichung ge-
nauer untersucht, in welcher Weise der vom
dulleren Feld auf die Gesamtheit der Elektronen
iiberfithrte Impuls schlieflich zu einer Impuls-
iibertragung auf die Elektronengitter AnlaB gibt.
Dabei stellt sich heraus, daf im allgemeinen nur
ein kleiner Teil des auf die Gesamtheit iibertra-
genen Impulses zur Orientierung der Elektronen-
gitter benutzt wird.

Ferner war in I behauptet worden, daB der
MeiBner-Ochsenfeld-Effekt in einfacher
Weise aus dem 2. Hauptsatz abgeleitet werden
konnte, indem der durch (30) gegebene Zustand
gegeniiber allen anderen Zustinden das Minimum
der freien Energie darstelle. Diese Ansicht be-
ruhte aber auf einem Irrtum, auf den mich Hr.
Pippard freundlicherweise aufmerksam ge-
macht hat. Bei der Variation der Suprastrom-
dichte im Ausdruck der freien Energie mufl nim-
lich auf die gegen die duberen Zwangskriifte da-
bei mitgeleistete Arbeit geachtet werden. Beriick-
sichtigt man diese Arbeit richtig, so erwiese sich
auch im &duBeren Magnetfeld der stromlose Zu-
stand als der thermodynamisch stabilste, sofern
er iiberhaupt moglich wire.

In Wirklichkeit zeigen aber die Gln. (23) bis
(30), daB dieser stromlose Zustand gar nicht
moglich ist, weil eben die Stromfiden durch die
Lorentzschen Krifte (27) dauernd gedreht
werden, Diese Drehung der Stromfiden fiihrt
dann zu Gl. (30) und zum Meiflner-Ochsen-
feld-Effekt. Bekanntlich wird beim Diamagne-
tismus freier Elektronen die magnetische Wir-
kung der Kreisbhahnen {freier Elektronen im
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Innern nahezu kompensiert durch einen entgegen-
gesetzten Kreisstrom am Rand, der durch die
Reflexion der Elektronen am Rand des Gefilles
zustande kommt. Deshalb ist der Diamagnetismus
freier Elektronen sehr klein. Ein solcher kompen-
sierender Kreisstrom ist aber bei der Supraleitung
schon deswegen unmoglich, weil die Stromfiaden
am Rand nicht reflektiert werden, vielmehr kon-
nen die Stromfiden am Rand grundsitzlich nur
tangential verlaufen.

Man kann, um die thermodynamische Seite des
Problems deutlicher zu machen, auch sagen, dafl
sich der tatsichliche, durch (30) ausgedriickte
Zustand des Supraleiters im Magnetfeld zum
stromlosen Zustand #hnlich verhalte wie der Zu-
stand einer turbulent dauernd durchmischten
Atmosphire zur isothermen Atmosphire. In der
turbulent durchmischten Atmosphire stellt sich
die adiabatische Druck- und Temperaturvertei-
lung ein, aber kein Temperaturgleichgewicht,
weil gerade die dauernde Durchmischung der
Atmosphiire den Temperaturausgleich verhindert.
In #hnlicher Weise verhindert die Existenz der
elementaren Supraleitungsstromfiden und der
durch sie erzwungene Ladungstransport das Ein-
spielen des stromlosen Zustandes, wenn B = 0 ist.
Es muB aber hervorgehoben werden, dafl der durch
(80) beschriebene Zustand beim Supraleiter der
thermodynamisch stabile Zustand ist, weil eben
die Bildung der spontanen Stromféden thermo-
dynamisch folgt.

Die in Abschn. 3 durchgefiihrten Uberlegungen
zum MeifBner-Effekt stehen schlieflich noch
in engem Zusammenhang mit der bekannten, von
London® und Welker* versuchten Inter-
pretation der Supraleitung. Diese Autoren wei-
sen darauf hin, daB man die Supraleitung erkli-
ren konnte, wenn man ein Modell angeben konnte,
bei dem sich die Wellenfunktion beim Einschalten
eines Magnetfelds nicht merklich #ndert. Dann
wiirde nimlich in dem iiblichen Ausdruck fiir den
Strom

ihe
2 m

i=—

(y* grad y — y grad ¢*)
2

(30,1)
A ¥

me
der erste Term keinen Beitrag liefern, da auch im
ungestorten System kein Strom vorhanden ist,

2 F. London3, § 10, S.69.
13 W. Welker, Physik. Z. 39, 920 [1938].

und das zweite Glied fiihrte unmittelbar zu den
Londonschen Gleichungen und zum Meifiner-
Effekt.

Nun ist es natiirlich grundsétzlich unmoglich,
zu erreichen, daf im ersten Term von (30,1)
keine in der Stérung A linearen Glieder auftre-
ten; denn man kann ja Potentiale angeben, denen
keine Felder entsprechen (A = grad G); in die-
sem Fall wird also das zweite Glied in (30,1)
sicher genau kompensiert durch die Stérungen
erster Ordnung im ersten Glied. Man kann auch
ganz allgemein zeigen, dafl die Storungsterme im
ersten Glied stets das zweite Glied zum Teil kom-
pensieren miissen, und zwar gilt dies unabhéingig
davon, ob oberhalb der besetzten Elektronenzu-
stinde eine Liicke im Energiespektrum ist (wie
beim Isolator) oder nicht. Denkt man speziell an
ein homogenes Magnetfeld, so lautet, wenn man
vom Spineinflu absieht, die gestorte Eigenfunk-
tion v¢ bekanntlich**

e (3!Blrp]?)
9 — q0 B . R A T 30,2
Vs w’+22mc E, —E, vy (30,2)
t s
Hierin bedeutet r den Radiusvektor von einem
willkiirlich gewihlten Ursprung aus, wobei A =

1
5] [Br] angenommen ist. Betrachtet man nun z. B.

in einem Isolator die Eigenfunktion eines be-
stimmten Elektrons, so kann man als Ursprung
etwa speziell den Atomkern wihlen, in dessen
Nihe sich das Elektron aufhélt. Dann verschwin-
den die Ubergangselemente des Drehimpulses
[tp] um diesen Kern wenigstens niherungsweise,
und der Beitrag des zweiten Gliedes von (30,1)
bleibt in der Nihe dieses Kerns zum grofiten Teil
erhalten. Wihlt man aber als Koordinaten-
ursprung einen weiter entfernt liegenden Kern,
so ist zwar das zweite Glied in (80,1) viel gro-
Ber; dafiir sind jetzt die Ubergangselemente
(s|[rp]]t) von Null verschieden, weil die ande-
ren Atomkerne in weiterem Abstand jede axiale
Symmetrie um den Koordinatenursprung zersto-
ren, oder in anderen Worten: weil eine Larmor-
Drehung um den entfernteren Koordinatenur-
sprung durch die Impulsibertragung auf die an-
deren Atomkerne verhindert wird. Man kann da-
her hier auch leicht nachrechnen, dall jetzt die
Stérungsterme im ersten Glied von (30,1) den

14 Vgl. z. B. J. H. van Vleck, Theory of elec-

tric and magnetic susceptibilities, Oxford 1932: ins-
bes. S. 276 {.
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grofiten Teil des zweiten Gliedes wegkompensie-
ren, so dal im Endeffekt der gleiche geringe
Strombeitrag iibrighleibt?>, Beim freien Elektro-
nengas fithren in der Theorie von Landau die
Wiénde des Gefibes zu den Ubergangselementen
des Drehimpulses und damit zur Kompensation
des grofiten Teils des zweiten Gliedes in (30,1).

In der hier entwickelten Theorie der Supra-
leitung wird, wie in Absatz 1 auseinandergesetzt
wurde, nicht der ganze Impuls der Elektronen
auf das Ionengitter iibertragen, sondern nur der
grofite Teil, wihrend ein kleiner Teil auf die
Elektronengitter iibergeht, d. h. der Gesamtheit
der Elektronen erhalten bleibt. Dementsprechend
sind die kompensierenden' Ubergangselemente des
Drehimpulses stets etwas kleiner als beim Nor-
malleiter; es wird also auch auf grofe Abstinde
das zweite Glied in (30,1) nicht vollstindig kom-
pensiert durch den Stérungsterm 1.Ordnung im
ersten, vielmehr bleibt nach (15) ungefihr der
Bruchteil yo/(1+yw0) des zweiten Gliedes als
Restbetrag iibrig, — wie man am einfachsten er-
kennt, indem man die U zeitlich veridnderlich an-
nimmt und elektrische Felder durch sie ausdriickt.
Ganz grob kann man etwa sagen: die kompen-
sierenden Stérungsglieder im ersten Term von
(30,1) werden (wenigstens soweit sie wirklichen
Feldern entsprechen) beim Supraleiter um den
Faktor 1/(1+yo0) herabgesetzt, da das Ionen-
gitter nur den Bruchteil 1/(1+ yw) der Elektro-
nenimpulse tibernimmt. Der Diamagnetismus der
Supraleiter ist also eine Folge der Existenz der
spontanen Strome und damit der unendlichen Leit-
fahigkeit. Der Einfluf der Gefiafwénde spielt im
Gegensatz zum reinen Elektronengas hier bei der
Kompensation keine Rolle, weil die Elektronen
eine geringe freie Wegldnge haben, sich also auf
kurze Abstinde mit dem Ionengitter ins Gleichge-
wicht setzen und mit ihren Eigenfunktionen sozu-
sagen gar nicht bis zur Wand reichen.

5 Wiarmeleitung und Thermokraft

Wird in einem Supraleiter ein Temperatur-
gefille hergestellt, so wird die Warme teilweise
durch das Ionengitter, aber in der Hauptsache

durch die nicht im Elektronengitter gebundenen

freien Elektronen fortgeleitet; die Elektronen-
gitter transportieren jedoch keine Wérme, da ihre

15 Dies ist genauer durchgefiihrt bei van Vleck1,
S. 276, Gl. (12).

spezifische Wirme jedenfalls praktisch vernach-
lassigt werden kann. In der Ndherung, in der die
Rechnungen des 1. Abschnitts durchgefiihrt wor-
den sind, kann man daher fiir die Berechnung des
Wiérmeleitkoeffizienten x einfach von der aus der
klassischen Theorie iibernommenen Formel

x—_—ilvcu

. (31)
ausgehen; diese Formel gilt bekanntlich auch in
der gewohnlichen Theorie der normalleitenden
Metalle, sofern dort eine freie Weglinge definiert
werden kann, und fiihrt zum Wiedemann-
Franzschen Gesetz, wobei von der Wirmelei-
tung durch das Ionengitter abgesehen wird. Beim
Supraleiter ist fiir [ einfach der Wert (19) einzu-
setzen, v bedeutet wie iiblich die Grenzgeschwin-
digkeit der Fermi-Verteilung. Fiir ¢, ist nur der-
jenige Teil der spezifischen Wirme des Supra-
leiters mafigebend, der von der Temperaturbewe-
gung der freien Elektronen herriihrt. Diesen An-
teil kann man aus der eingangs erwihnten Ar-
beit von Koppe entnehmen. K o p p e? stellt niam-
lich die Energie des Supraleiters in der Form
(G1.17,2)
8n

U= Uo—Am—}—?Pm(lc TY? K (w) (32)

dar, wéhrend die entsprechende Formel beim Nor-
malleiter lautet:
.
U="T, + %Pm (k T)2%. (33)
Die spezifische Warme zerfillt nun in zwei Teile;
der eine riihrt von der Variation der Temperatur
bei konstant gehaltenem » her, der zweite ent-
steht durch die Temperaturabhéngigkeit von o.
Nur der erste Teil ist in Gl. (31) einzusetzen, da
der Prozell des Einfrierens oder Auftauens der
Elektronengitter nicht zur Wéirmeleitung bei-
tragt. Der erste Teil unterscheidet sich von der zu
T proportionalen spezifischen Wérme des Normal-
leiters nach (32) und (33) um den Faktor

k(w) = ,% K (o), (34)

der bei Koppe als Funktion von o tabuliert ist.
Der Warmeleitkoeffizient x 140t sich also aus dem
fiir den Normalleiter giiltigen Wert x, nach (19),
(31) und (34) einfach durch Multiplikation mit
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einem nur von o abhingigen Faktor herleiten,

I C)
TR T—e)2

(35)
derbei T =T, (d.h. ® = 0) gleich Eins wird und
der in Abb.2 als Funktion von T/T, unter Be-
niitzung der Tabellen bei K o ppe? dargestellt ist.
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Abb.2. Verhiltnis der Waéirmeleitfahigkeit x von
Supra- und Normalleiter als Funktion der Tempera-
tur T.
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Abb. 3. Wirmewiderstand W beim Supraleiter (s) und
Normalleiter (n) als Funktion der Temperatur T, be-
rechnet unter Vernachlissigung der Schwingungen des
Ionengitters.

7'-——»

Da wir hier vorausgesetzt hatten, dali der Rest-
widerstand erheblich grofer sei als der Gitter-
widerstand, d.h. daB ! im Normalleiter von der
Temperatur nicht mehr abhéingen soll, mufl der
Wirmewiderstand fiir einen solchen Normalleiter
mit 1/T variieren. Fiir diesen Fall sind die Warme-

16 W.J de Haas u. H Bremmer, Commun.
Kamerlingh Onnes Lab. Univ. Leiden Nr.214d [1931].

17 W. J. de Haas u. Rademaker, Physica
7, 992 [1940].

widerstinde als Funktion von T in Abb.3 an-
gegeben, zum Vergleich die der Arbeit von
de Haas und Bremmer?® entnommenen ex-
perimentellen Kurven bei Zinn in Abb.4 daneben
gestellt. Fiir einen quantitativen Vergleich von
Theorie und Messung miifte man noch den Bei-
trag der Ionengitter-Warmeleitung und des von
den Gitterschwingungen hervorgerufenen Wider-
standes eliminieren. Qualitativ gibt die Theorie
aber jedenfalls die Verhéltnisse richtig wieder.
Die neueren genauen Messungen von de Haas
und Rademaker?” am Blei werden nicht zum
Vergleich herangezogen, da bei diesem Blei der
Restwiderstand offenbar kleiner war als der von
den Gitterschwingungen hervorgerufene Wider-

0

y

1 1 7 ||,6.‘1
0T 25
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Abb. 4. Wiarmewiderstand W von Zinn nach den Mes-
sungen von de Haas und Bremmer?®.

stand. Auf diesen Fall beziehen sich aber unsere
Formeln nicht. Im iibrigen sei betont, daB die
Formeln (19) und (35) nur eine grobe Appro-
ximation darstellen, im gleichen Sinne wie die
erwihnten Formeln von Koppe, aus denen sie
hergeleitet sind. Insbesondere in der Nahe des
Sprungpunktes konnte eine genauere Theorie
etwas abweichende Resultate liefern.

Wenn in dem Gebiet, in dem durch das Tempe-
raturgefille ein Warmestrom hervorgerufen wird,
gleichzeitig ein elektrischer Strom fliefit, so ent-
steht im allgemeinen neben der normalen J oule-
schen Warme noch eine zusitzliche Warmemenge,
die der Stromdichte und dem Temperaturgefille
proportional ist und durch

T

Q=ui o (36)

gegeben ist. Die Grofie w wird als der Thomson-
Koeffizient des betreffenden Metalls bezeichnet,
der auch fiir die iibrigen thermoelektrischen
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Effekte mafgebend ist. Beim Supraleiter ver-
schwindet sowohl die Joulesche Wirme wie die
Wiarme ¢ und damit der Thomson-Koeffizient u,
da derStrom durch einfache Umordnung der ohne-
hin vorhandenen spontanen Stromfiden zustande
kommt, so daB dabei kein neuer Wirmeaustausch
mit dem Ionengitter entstehen kann. In der Tat
ist das Verschwinden des Thomson-Koeffizienten
schon vor liangerer Zeit von Keesom und sei-
nen Mitarbeitern festgestellt worden. Interessan-
terweise haben Keesom und Matthijs® ge-
wisse UnregelmifBigkeiten des Thomson-Koef-
fizienten im Gebiet der normalen Leitung unmit-
telbar oberhalb des Sprungpunktes beobachtet.
Vielleicht mufl man diese UnregelmiBigkeiten als
Folge von Schwankungserscheinungen auffassen,
die die Bildung der Elektronengitter aus der
»ilissigen“ Phase des Fermischen Elektronen-
gases vorbereiten; in dhnlicher Weise etwa wie
oberhalb des Curie-Punkts die Abweichungen
vom Curie-WeilBschen Gesetz im Verlauf der
paramagnetischen Suszeptibilitit die beginnende
Ordnung der Elektronenspins anzeigen.

Zugleich mit dem Thomson-Koeffizienten ver-
schwinden beim Supraleiter auch die iibrigen
thermoelektrischen Konstanten, und es ist viel-
leicht niitzlich, in einem speziellen Fall im ein-
zelnen nachzuweisen, wie das Verschwinden
thermodynamisch in unserem Modell zustande
kommt. Wir diskutieren etwa den Peltier-Effekt
und betrachten die Ubergangsstelle zwischen zwei
Supraleitern I und II, die sich auf gleicher Tem-
peratur befinden. Wenn ein Suprastrom vom
Metall I in das Metall II iibergeht, so veriindert
sich dabei die GréBe und Dichte der Wellen-
pakete in den Elektronengittern; man kénnte also
zundchst annehmen, daf zu dieser Veridnderung
Arbeit geleistet werden miifite oder dabei gewon-
nen wiirde. Dies ist aber nicht der Fall. Denn die
normalleitenden Elektronen in den beiden Metal-
len stellen eine solche Potentialdifferenz zwischen
den beiden Metallen her, daB die freien Energien
pro normalleitendes Elektron auf den beiden Sei-
ten der Kontaktstelle gleich sind (Temperatur-
gleichgewicht). Andererseits besteht auch thermo-
dynamisches Gleichgewicht zwischen freien Elek-

® W, H Keesom uw. C. T. Matthijs, Phy-
sica 5, 993 [1938]. Vgl. auch E. Justi, Ber. iiber
Supraleitung, Naturwiss. 33, 329 [1947]. Genauere
neuere Messungen des Thomson-Koeffizienten finden
sichbei J.G.Daunt u. K. Mendelssohn, Proc.
Roy. Soc. [London] Ser. A 185, 225 [1946]: vgl. auch
Nature [London] 141, 116 [1939].

tronen und Gitterelektronen in jedem der beiden
Metalle; die partielle freie Energie pro Elektron
ist also in allen vier Phasen (normalleitende und
supraleitende Phase in beiden Metallen) gleich.
Da aber die Elektronengitter in unserem Modell
keine Entropie besitzen®, ist fiir sie auch die
wahre partielle Energie pro Elektron gleich, d. h.
beim Ubergang von einem Elektronengitter zum
anderen wird keine Arbeit geleistet.

Das Verschwinden des Thomson-Koeffizienten
(36) bedeutet iibrigens nicht, daB im Supraleiter
das elektrische Feld notwendig verschwindet.
Vielmehr wird ja dann, wenn ein Temperatur-
gefille vorhanden ist, die Gleichung i — ¢ im all-
gemeinen durch

(37

ersetzt werden, woraus nach Gl. (16) niaherungs-
weise auch folgt

i=0C+cgrad T

% (2i)=G+ % grad 7. (38)
Im stationéiren Fall muf die rechte Seite von (38)
verschwinden.

Die in dieser Weise das Temperaturgefille
kompensierenden Felder geben aber zusammen
mit den Wirkungen der Kontaktpotentiale spe-
ziell bei Supraleitern nicht zu Thermospannun-
gen AnlaBl und konnen daher auch nicht direkt be-
obachtet werden. In einem aus zwei Supraleitern
gebildeten Ring, in dem die beiden Lotstellen auf
verschiedenen Temperaturen gehalten werden,
verschwindet also der Ohmsche Strom i, im
Gegensatz zum normalleitenden Ring; der Supra-
strom i, kann innerhalb der bekannten Grenzen
irgendeinen Wert haben. Das Verschwinden des
Ohmschen Stromes muf formal in (37) dadurch

zustande kommen, daf das Glied»g grad T sich
als Gradient einer Zustandsfunktion darstellen
laBt; als Argument dieser Funktion kommt beim
Supraleiter neben der Grenzenergie der Fermi-
Verteilung noch die Konstante » in Betracht. Bei
Supraleitern mufl man also setzen kénnen

% grad T'=grad (¢, o, T), (39)

1 Dieser Gesichtspunkt ist schon friiher besonders
betont worden von J. G. Daunt u. K. Mendels-
sohn, Proc. Physic. Soc. 57, 371 [1945], die auf die
Ahnlichkeit mit den Verhiltnissen hei He II hinge-
wiesen haben.
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wihrend bei Normalleitern bekanntlich eine
solche Darstellung nicht existiert. Doch soll auf
die genauere Verfolgung dieser Zusammenhénge
verzichtet werden.

Die Existenz elektrischer Felder in Supraleitern
miilite sich im Prinzip indirekt experimentell veri-
fizieren lassen, wenn man etwa einen supraleiten-
den Ring aus homogenem Material an einer Stelle
durchschneidet, die beiden Enden auf verschie-

dene Temperatur bringt und nun im Raum zwi-
schen den Enden (ohne Beriihrung mit den
Metallflichen) das elektrische Feld mift. Der sto-
rende Einflub der Oberflichen-Potentialdifferen-
zen sollte hier zum mindesten in erster Ndherung
wegfallen, so daB die wahre Potentialdifferenz
zwischen den beiden auf verschiedener Tem-
peratur befindlichen Enden gemessen werden
konnte.

Uber den Zusammenhang der Eigenwerte der Heisenbergschen
S-Matrix mit den stationdren Zustédnden

Von Joser MEIXNER

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule Aachen
(Z. Naturforschg. 3a, 75—78 [1948]; eingegangen am 17. November 1947)

Fiir den von Kramers und Heisenber g gefundenen Zusammenhang zwischen
den Eigenfunktionen des kontinuierlichen und des diskreten Spektrums eines wellen-
mechanischen Eigenwertproblems wird ein neuer Beweis gegeben, der auf dem Ent-
wicklungssatz und auf den Eigenschaften der Greenschen Funktion beruht.

eisenberg? hat in der Quantentheorie der
Wellenfelder eine Streumatrix (S-Matrix ge-
nannt) eingefiihrt, aus der sich die Wirkungs-
querschnitte bzw. das asymptotische Verhalten der
Wellenfunktionen fiir StoBprozesse einerseits, die
diskreten Energieeigenwerte des abgeschlossenen
Systems andererseits gewinnen lassen. Als Ersatz
der Hamilton-Funktion gedacht bei Systemen, fiir
welche keine oder keine einfache Hamilton-Funk-
tion existiert, hat sie natiirlich auch einen Sinn
fiir Systeme, bei denen man eine solche angeben
kann. In den letzteren Fillen lafit sich beweisen,
daB man aus der S-Matrix, oder, was damit gleich-
wertig ist, aus den Eigenfunktionen des konti-
nuierlichen Spektrums durch den Vorgang der
analytischen Fortsetzung Eigenwerte und Eigen-
funktionen des diskreten Spektrums erhalten
kann. Dieser Beweis wurde von Heisenberg, auf
eine miindliche Mitteilung von H. A. Kramers
(1942) zuriickgehend, am speziellen Beispiel eines
einzigen Teilchens in einem zentralen Kraftfeld,
das durch eine dreidimensionale Schroédinger-
Gleichung beschrieben wird, ausfithrlich ausein-
andergesetzt.
1W. Heisenberg,
[1946].

2 J Meixner, Math. Z. 36, 677 [1933].
3 J Meixner, Z. Physik 90, 312 [1934].

Z. Naturforschg. 1, 608

Dieser Zusammenhang zwischen kontinuier-
lichem und diskretem Spektrum wurde vom Ver-
fasser bereits in seiner von Sommerfeld an-
geregten Dissertation? an der Schrodinger-Glei-
chung mit Coulomb-Potential bemerkt, an der
Dirac-Gleichung bestitigt® und im Anhang einer
weiteren Arbeit* bei allgemeineren Potentialen
formuliert und angewandt.

Es ist das Ziel der folgenden Ausfiihrungen,
einen Beweis dieses Zusammenhanges zu geben,
der in seiner Methode in den erwéhnten Arbeiten
vorgezeichnet ist. Er unterscheidet sich vom Hei -
senberg-Kramersschen Beweis darin, daB
nicht die Vollstindigkeitsrelation, sondern der
Entwicklungssatz nach den Eigenfunktionen des
diskreten und kontinuierlichen Spektirums zu-
grunde gelegt wird. Der folgende Beweis dieses
wichtigen Problems beleuchtet damit die Verhélt-
nisse von einer etwas anderen Seite, insbhesondere
nimmt in ihm die Greensche Funktion die Stel-
lung ein, welche ihr auf Grund ihrer von Som-
merfeld®® stets unterstrichenen, aber sonst
wenig ‘beachteten physikalischen Bedeutung bei

4 J Meixner, Ann. Physik (5) 29, 97 [1937].

5 A. Sommerfeld, Jber. Dtsch. Math.-Ver. 21,
309 [1913].

6 A, Sommerfeld, Partielle Differentialglei-
chungen der Physik. Leipzig 1947.



